





Выпускная квалификационная работа (дипломная работа) по теме 
«Аксиоматизация некоторых табличных GL-логик» содержит 21 страницу 
текста, 5 использованных источников. 
АКСИОМАТИЗАЦИЯ, НЕСТАНДАРТНАЯ ЛОГИКА, ЗАМКНУТЫЙ 
КЛАСС, ИРРЕФЛЕКСИВНОЕ ОТНОШЕНИЕ, ТРАНЗИТИВНОЕ 
ОТНОШЕНИЕ. 
Целью данной работы является построение некоторых замкнутых классов 
фреймов глубины 3 и ширины 3 для модальной логики Гёделя-Лёба и их 
аксиоматизация. 
В результате исследований построены формулы, которые в совокупности 
с аксиомами логики Гёделя-Лёба и формулами глубины и ширины, задают 
логику каждого из построенных замкнутых классов. Сформулированы и 
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В статье Чагрова А.В [1] доказан факт того, что задача аксиоматизации 
непротиворечивых табличных нормальных модальных логик является 
алгоритмически неразрешимой. Вместе с тем, в [2] доказана конечная 
аксиоматизируемость табличных суперинтуиционистской и ряда нормальных 
модальных логик. В то же время, для случая логики Гёделя-Лёба (GL) 
удаётся строить достаточно простые аксиоматизации, по крайней мере для 
логик, задаваемых не очень большими фреймами. 
В рамках данной бакалаврской работы были перечислены некоторые 
замкнутые классы фреймов глубины 3 и ширины 3 для модальной логики 
Гёделя-Лёба. А также были построены новые модальные формулы, 
описывающие структуру соответствующих фреймов, и предложена конечная 
аксиоматизация всех адекватных данным фреймам логик. Данные результаты 
были сформулированы в двух теоремах, доказанных при помощи 




1 Основные понятия, определения и используемые результаты 
 
Введём некоторые определения: 
Фреймом называется пара F:= <W,R>, где W — непустое множество, R – 
бинарное отношение, определенное на W. 
Будем говорить, что точка x видит точку y, если xRy (либо y достижима 
из x). 
Множество точек X⊆W называется антицепью во фрейме F=<W,R>, если 
∀ x, y выполняется ¬(xRy). Другими словами X – антицепь, если отдельные 
элементы в X не видят друг друга. 
Глубиной фрейма называется длина максимальной цепи, шириной─ 
количество элементов антицепи наибольшей мощности во фрейме. 
Формула глубины: 
 
                             . 
 




                        
       
   
 
Выполняется на фреймах, максимальная ширина которых не превышает n 
элементов. 
Замкнутый класс фреймов – класс фреймов, включающий в себя вместе с 
каждым фреймом и все его p-морфные образы, и открытые подфреймы. 
Если F1 и F2 являются фреймами, то выражение F1⊆F2 обозначает, что F1 
является открытым подфреймом для F2. 
Отображение f фрейма F1:=<W1;R1> во фрейм F2:=<W2;R2> является p-
морфизмом, если выполняются следующие условия:   
1) ∀a,b∈F1[a R1 b => f(a) R2 f(b)], 
2) ∀a,b∈F1[f(a) R2  f(b) => (∃ c ∈F1)[(a R1 c )&( f(c)=f(b))]]. 
 
Пусть  ⊆   . Называем   модальной логикой, если   содержит все 




        
 




, где A — любая формула. 
R3 : 
             
             
, где A1,…,An — любые формулы, p1,…,pn — 
переменные формулы A. 
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Первое правило — известное правило вывода классического исчисления 
высказываний, второе – правило Геделя, расшифровывается: если доказано, что 
А, то А — необходимо, третье — правило подстановки. 
 
2 Логика GL 
 
Рассмотрим набор аксиом, выполняющихся на логике Гёделя-Лёба. 
Логика GL  включает в себя 10 аксиом классической логики:  
 
(A1)  (x → (y → x), 
(A2)  (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)), 
(A3)  x → (x ˅ y), 
(A4)  y → (x ˅ y), 
(A5)  (x → z) → ((y → z) → ((x ˅ y) → z)), 
(A6)  (x ˄ y) → x, 
(A7)  (x ˄ y) → y, 
(A8)  (x → y) → ((x → z) → (x → (y ˄ z)), 
(A9)  (x → y) → ((x → ¬y) → ¬x)), 
(A10)  ¬¬x → x. 
 
А также дополнительную аксиому логики К, связанную с модальной 
связкой □ : 
 
(А11)  □ (x → y) → (□x → □y). 
 
Ещё одну аксиому, расширяющую K до К4: 
 
(A12)  □x→□□x. 
 
И, наконец, в логике Гёделя-Лёба (GL) к аксиомам логики К4 добавляется 
следующая аксиома: 
 
(А13) □(□x→x) → □x. 
 
Заметим, что А12 выводится из А13. 
Помимо перечисленных аксиом, для рассматриваемых в дальнейшем 
фреймов имеют место аксиомы ширины 3 и глубины 3: 
 
 (А14) w3 :=                                  , 
 (А15)                                      . 
 
А также нам понадобится аксиома, истинная для фреймов, на которых 




(А16)                   . 
 
Формула, которая ограничивает ширину первого слоя до 2: 
 
(А17)                                          
                  . 
 
И аксиома, выполняющаяся для фреймов с не более, чем 2 точками во 
втором слое: 
 
(А18)                                            . 
 
3 Построение фреймов       
 
 Перейдём к построению фреймов, удовлетворяющих аксиомам А1-А17. 
Из данных формул следует, что первый слой фрейма содержит не более 3 
точек, второй не больше 2 точек и максимальное количество точек во фрейме ― 
6.  
Так как количество точек на каждом слое задано, различаться фреймы 
будут только связями между точками. Последний слой всегда видит второй, и 
первый слой всегда, так или иначе, достижим из второго слоя. Перебрав все 
возможные варианты, получаем 5 различных попарно-неизоморфных фреймов 
(     ), изображённых на рисунке 1: 
 
Рисунок 1 – Фреймы        
 
Другие фреймы, удовлетворяющие аксиомам А1-А17, будут являться  
p-морфными образами или открытыми подфреймами фреймов      . 
 
3.1 Построение p-морфных замкнутых классов фреймов       
 
Построим для каждого фрейма замкнутые классы, включающие в себя все 
возможные р-морфные образы, а также открытые подфреймы. 
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Рисунок 2 – Замкнутые классы фреймов        
 
4 Введение аксиом для логик       
 
Переходим к аксиоматизации полученных классов фреймов.  
Для дальнейшей работы с фреймами       обозначим точки второго 
слоя: b1, b2 и b3, точки первого слоя: с1  и с2 (один из вариантов обозначения на 
рис.1). А также введём означивание такое, что в каждой из точек второго слоя 
истинно лишь одно значение q1,q2 или q3 , и в первом слое в одной точке 
истинно p, в другой ¬p: 
V(qi)={bj}, где i={1,2,3} и  j={1,2,3},                                                 (*) 
V(p)={ci}, где i={1,2}. 
В дополнение к этому, для краткости в формулах (4.1)-(4.5) введём 
обозначения: 
 Q1 = (q1   ¬q2   ¬q3      ), 
 Q2 = (¬q1   q2   ¬q3      ), 
 Q3 = (¬q1  ¬q2   q3      ). 
 
4.1 Аксиомы    
 
Для фрейма    введём формулу (4.1):  
 
                                                                                                           (4.1) 
 




Рисунок 3 – Фрейм     
 
Лемма 4.1.1. Формула (4.1) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Покажем, что формула (4.1) выполняется на фрейме    
во всех точках.  
Рассмотрим случай, когда посылка формулы  
(4.1) верна.  
В силу того, что □   выполняется только в первом слое, посылка может 
быть истинна только в точке, достигающей первый слой за два шага, то есть в 
корне. А также должно быть введено означивание (*), заданное выше. Теперь, 
когда посылка истинна, проверим выполнение заключения. Чтобы оно 
выполнялось, необходимо, чтобы из корня не была достижима ни одна точка, 
которая одновременно видит p и ¬p. И в самом деле, для данного фрейма нет 
точки во втором слое (достижимой из корня), из которой виден весь первый 
слой. Таким образом, импликация истинна, и формула выполняется.  
В случаях другого означивания точек, а также при проверке формулы не в 
корне, посылка ложна. А это влечёт выполнение формулы, согласно свойствам 
логической операции импликации. 
Лемма доказана.  
Лемма 4.1.2. Формула (4.1) опровергается на фреймах      . 
Доказательство. Проверим выполнение формулы (4.1) на остальных 
фреймах.  
Можно заметить, что во фреймах       существует точка во втором 
слое, из которой достижимы обе точки первого слоя. Следовательно, если 
ввести то же означивание (*) и проверить формулу в корне, получим, что 
посылка истинна, а заключение ложно. Значит, импликация не выполняется и 
формула (4.1) опровергается. 
Что и требовалось доказать. 
 
4.2 Аксиомы    
 











где i,j,k=       . 
 
Рисунок 4 – Фрейм     
 
Лемма 4.2.1. Формула (4.2) истинна на фрейме   .  
Доказательство. Проверим выполнение формулы (4.2) для фрейма   . В 
случае введения означивания (*) посылка будет выполняться в корне фрейма. 
Заключение может быть истинно, если из корня достижима точка, которая 
видит весь первый слой, а также отличные от неё две точки второго слоя, 
которые видят только одну точку первого слоя (p либо ¬p), причём одну и ту 
же. На рис.4 видно, что    удовлетворяет этим условиям, а значит, импликация 
выполняется. 
В остальных точках или при другом означивании, посылка не будет 
верна, что влечёт истинность импликации и, соответственно, всей формулы.  
Лемма доказана. 
Лемма 4.2.2. Формула (4.2) опровергается на фреймах    и      . 
Доказательство. Рассмотрим фреймы    и      , при означивании (*) 
посылка на них выполняется в корне. 
На фрейме    не существует точки, достижимой из корня, которая видит 
весь первый слой. Конъюнкция в заключении не выполнится при любых 
вариациях означивания точек, и импликация будет ложна.  
На фрейме   , точки второго слоя, из которых не достижим весь первый 
слой, видят разные точки первого слоя. Не выполняется заключение, а значит, и 
вся формула (4.2).  
На фреймах    и    имеется более одной точки второго слоя, которые 
видят весь первый слой, что также противоречит заключению формулы (4.2). 
Ч.т.д. 
 
4.3 Аксиомы    
 








 где i,j,k=       . 
Докажем леммы 4.3.1 и 4.3.2. 
 
Рисунок 5 – Фрейм     
 
Лемма 4.3.1. Формула (4.3) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Для фрейма    введём означивание (*). Посылка 
формулы (4.3) при таком означивании выполняется в корне. Заключение будет 
выполняться за счёт того, что во втором слое одна точка видит весь первый 
слой, две остальные точки второго слоя видят по одной точке первого слоя, 
притом разные.  
При других означиваниях и не в корне фрейма   , формула (4.3) 
выполняется в силу ложности посылки. Следовательно, формула (4.3) истинна 
для фрейма    при любом означивании. 
Ч.т.д. 
Лемма 4.3.2. Формула (4.3) опровергается на фреймах            . 
Доказательство. При введении означивания (*) на фреймах             
получаем, что посылка выполняется в корне.  
Однако на фрейме    нет точки второго слоя, которая видит весь первый 
слой, а значит, не выполняется первый конъюнктивный член заключения. 
На фрейме    точки второго слоя, из которых не достижим весь первый 
слой, видят одну и ту же точку, и значит при j≠k не выполнится второй или 
третий член конъюнкции в заключении.  
А на фреймах    и    конъюнкция в заключении формулы (4.3) не 
выполнится по причине того, что на данных фреймах точка, из которой 
достижим весь первый слой, не одна. 







4.4 Аксиомы    
 






 где i,j,k=       . 
Докажем леммы 4.4.1 и 4.4.2. 
 
Рисунок 6 – Фрейм    
 
Лемма 4.4.1. Формула (4.4) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Для фрейма    введём означивание (*). Посылка 
формулы (4.4) выполняется в корне. Для выполнения заключения необходимо, 
чтобы две точки второго слоя видели весь первый слой, а одна точка второго 
слоя видела лишь одну точку первого слоя — p или ¬p. На фрейме    это 
выполняется. При других означиваниях или в другой точке посылка ложна и 
формула также истинна. 
Таким образом, лемма 4.4.1 доказана. 
Лемма 4.4.2. Формула (4.4) опровергается на фреймах       и   . 
Доказательство. Рассмотрим фреймы       и  , означивая первый и 
второй слои каждого означиванием (*), для выполнения посылки в корне. 
На фреймах       нет точки во втором слое, из которых виден весь 
первый слой. На фрейме    такая точка всего одна. А на фрейме    нет ни одной 
точки, которая видит лишь часть первого слоя. Следовательно, формула, 
истинная для   , на всех остальных фреймах опровергается.   
Ч.т.д. 
 
4.5 Аксиомы    
 
Для фрейма    введём формулу (4.5): 
 





Докажем леммы 4.5.1 и 4.5.2 
 
 
Рисунок 7 – Фрейм     
 
Лемма 4.5.1. Формула (4.5) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Для фрейма    введём означивание (*). Посылка 
формулы (4.5) выполняется в корне. Для выполнения заключения необходимо, 
чтобы все точки второго слоя видели весь первый слой. По рис.7 видим, что это 
действительно так. При других означиваниях или в другой точке посылка 
ложна и формула также истинна. 
Таким образом, лемма 4.5.1 доказана. 
Лемма 4.5.2. Формула (4.5) опровергается на фреймах      . 
Доказательство. Рассмотрим фреймы      , означивая первый и второй 
слои каждого согласно означиванию (*), для выполнения посылки. Среди 
данных фреймов не существует такого, чтобы заключение формулы (4.5) 
выполнялось, так как на каждом есть хоть одна точка второго слоя, которая 
видит не весь первый слой.  
Следовательно, формула (4.5) на всех фреймах кроме    опровергается.   
Ч.т.д. 
 
4.6 Аксиоматизация первой пятёрки 
 
Теорема 1. Формула (4.i) в совокупности с формулами А1-А17 
аксиоматически задаёт логику λi фрейма fi, где i=(       ). 
Доказательство. Для того, чтобы выполнялась данная теорема 
необходимо доказать, что: 
1) формула (4.i) выполняется на фрейме   , где i=(       ). 
2) формула (4.i) опровергается на всех остальных фреймах, заданных 
аксиомами А1-А17 (                  и  ≠   . 
Первое утверждение доказано в леммах 4.i.1, второе подтверждено 
леммами 4.i.2, i=(       ). 
Таким образом, получаем, что вместе формулы А1-А17 и (4.i) 
аксиоматически задают логику    фрейма   , i=(       ). 





5 Построение фреймов       
 
Перейдём к построению фреймов, задаваемых формулами А1-А16 и А18. 
Второй слой, согласно данным формулам, ограничен 2 точками, первый слой 
имеет ширину 3. Максимальное количество точек во фрейме, как и для первой 
пятёрки, ― 6. 
Количество точек на каждом слое задано, и различаться фреймы будут 
только связями между точками. Перебрав все возможные варианты, получаем 
ещё 5 различных попарно-неизоморфных фреймов (      ). 
Рисунок 8 – Фреймы        
 
Остальные фреймы, удовлетворяющие аксиомам А1-А16, А18, являются 
p-морфными образами или открытыми подфреймами для перечисленных выше 
фреймов. 
 
5.1 Построение p-морфных замкнутых классов фреймов        
 
 Построим для каждого фрейма замкнутые классы, включающие в себя 
все возможные р-морфные образы, а также открытые подфреймы:  





6 Введение аксиом для логик        
 
В данном разделе будет построена аксиоматизация для второй пятёрки 
фреймов. 
Для дальнейшей работы с фреймами        обозначим точки второго 
слоя: b1 и b2, точки первого слоя: с1, с2  и с3 (один из вариантов на рис.8). А 
также введём означивание такое, что в каждой из точек второго слоя истинно 
лишь одно значение t1 или t2, и в первом слое в каждой точке истинно s1, s2  
либо s3: 
 
V(si)={cj}, где i={1,2,3} и  j={1,2,3},          (**) 
V(ti)={bi}, где i={1,2} и  j={1,2}. 
 
Также, для краткости последующих формул введём дополнительные 
обозначения: 
S1 ― (s1   ¬s2   ¬s3    ), 
S2 ― (¬s1   s2   ¬s3    ), 
S3 ― (¬s1  ¬s2   s3    ), 
Т1 ―   t1  ¬t2         
Т2 ―  ¬t1   t2         
A =  2S1   
2
S2   
2
S3    T1     T2. 
 
6.1 Аксиомы    
 
Теперь для фрейма    введём формулу (6.1): 
 
 
    (6.1) 
 
 где m,n=        и i,j,k=       . 
 
Рисунок 10 – Фрейм     
 
И докажем следующие леммы: 
Лемма 6.1.1. Формула (6.1) истинна на фрейме   . 
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Доказательство. Покажем, что формула (6.1) выполняется на фрейме    
во всех точках и при любом означивании. 
Посылка истинна в корне при означивании (**). Заключение формулы 
(6.1) выполняется в корне, если одна из точек второго слоя видит только одну 
точку первого слоя, а другая видит две другие точки первого слоя. По рисунку 
(рис.10) видно, что фрейм    данному условию удовлетворяет. Следовательно, 
формула (6.1) на нём выполняется. Также она истинна и при других 
означиваниях, и в остальных точках, так как посылка будет ложна. 
Лемма доказана. 
Лемма 6.1.2. Формула (6.1) опровергается на фреймах       . 
Доказательство. Для того, чтобы выполнялась лемма 6.1.2, необходимо, 
чтобы формула (6.1) не выполнялась на фреймах        хотя бы при одном 
означивании. 
     о  и              . При означивании (**) на каждом из них в 
корне выполняется посылка. Однако, на фреймах     и     не выполняется 
второй конъюнктивный член заключения, на     опровергается первый член 
заключения, а на       оба. 
Ч.т.д. 
 
6.2 Аксиомы    
 






где m,n=        и i,j,k=       . 
И докажем леммы 6.2.1 и 6.2.2.  
 
Рисунок 11 – Фрейм     
 
Лемма 6.2.1. Формула (6.2) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Покажем, что формула (6.2) выполняется на фрейме    
во всех точках и при любом означивании.  
Посылка истинна в корне, при означивании (**). Заключение формулы 
(6.2) выполняется в корне, если каждая из точек второго слоя видит по две 
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точки первого слоя. По рисунку (рис.11) видно, что на фрейме   данное 
условие выполняется. Следовательно, формула (6.2) истинна. Также она 
выполняется и при других означиваниях, и в остальных точках, так как посылка 
будет ложна и импликация истинна. Лемма доказана. 
Лемма 6.2.2. Формула (6.2) опровергается на фреймах          . 
Доказательство. Рассмотрим фреймы          . При означивании (**), 
для каждого из них в корне выполняется посылка. Но так как среди данных 
фреймов нет ни одного, в котором точки второго слоя видят по 2 точки первого 
слоя, заключение не выполняется. Таким образом, на фреймах           
формула (6.2) опровергается. Ч.т.д. 
 
6.3 Аксиомы    
 






где m,n=        и i,j,k=       . 
 
Рисунок 12 – Фрейм     
 
И докажем леммы 6.3.1 и 6.3.2. 
Лемма 6.3.1. Формула (6.3) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Покажем, что формула (6.3) выполняется на фрейме 
  во всех точках и при любом означивании. Посылка истинна в корне при 
означивании (**). Заключение формулы (6.3) выполняется в корне, если одна 
точка второго слоя видит весь первый слой, а другая точка второго слоя видит 
только одну точку первого слоя. По рисунку (рис.12) видим, что фрейм    
данному условию удовлетворяет. Значит, формула (6.3) истинна. Также она 
будет выполняться и при других означиваниях, и в остальных точках, так как 
посылка будет ложна и импликация истинна. 
Лемма доказана.  
Лемма 6.3.2. Формула (6.3) опровергается на фреймах              . 
Доказательство. На фреймах               при означивании (**) посылка 
формулы (6.3) выполняется в корне. Однако, на фрейме     нет точки во втором 
17 
 
слое, которая видела бы весь первый слой, а на фреймах           нет точки во 
втором слое, которая видела бы только одну точку первого слоя. Значит, при 




6.4 Аксиомы    
 






где m,n=        и i,j,k=       . 
 
Рисунок 13 – Фрейм     
 
И докажем следующие леммы. 
Лемма 6.4.1. Формула (6.4) истинна на фрейме   . 
Доказательство. Покажем, что формула (6.4) выполняется на фрейме    
во всех точках и при любом означивании.  
Посылка истинна в корне при означивании (**). Заключение формулы 
(6.4) выполняется в корне, если одна точка второго слоя видит весь первый 
слой, а вторая точка второго слоя видит две точки первого слоя. По рисунку 
(рис.13) видим, что для    это действительно так. Следовательно, формула (6.4) 
выполняется. Также она выполняется и при других означиваниях, и в 
остальных точках, так как посылка будет ложна и импликация истинна. 
Лемма доказана. 
Лемма 6.4.2. Формула (6.4) опровергается на фреймах          . 
Доказательство. Посылка формулы истинна на фреймах           при 
означивании (**). Заключение не выполняется на    и   , так как во втором слое 
этих фреймов нет точки, которая видит весь первый слой. На фреймах        
нет точки во втором слое, которая видела бы только 2 точки первого слоя, и 





6.5 Аксиомы     
 
Теперь для фрейма     введём формулу (6.5): 
 
 
  (6.5) 
 
где m,n=        и i,j,k=       . 
 
 
Рисунок 14 – Фрейм     
 
И докажем леммы 6.5.1 и 6.5.2. 
Лемма 6.5.1. Формула (6.5) истинна на фрейме    . 
Доказательство. Рассмотрим фрейм     и докажем, что формула (6.5) 
выполняется на нём во всех точках и при любом означивании.  
Посылка истинна в корне при означивании (**). Заключение формулы 
(6.5) выполняется в корне, если обе точки второго слоя видят весь первый слой. 
На рисунке (рис.14) видно, что для    это выполняется. Следовательно, 
формула (6.5) истинна. Также она будет выполняться и при других 
означиваниях, и в остальных точках, так как посылка будет ложна и 
импликация истинна.  
Лемма доказана. 
Лемма 6.5.2. Формула (6.5) опровергается на фреймах      . 
Доказательство. Посылка формулы истинна на фреймах       при 
означивании (**). Заключение формулы (6.5) на данных фреймах не 
выполняется, так среди них нет таких, чтобы обе точки второго слоя видели 
весь первый слой.  
Ч.т.д. 
 
6.6 Аксиоматизация второй пятёрки 
 
Теорема 2. Формула (6.i) в совокупности с формулами А1-А16 и А18 
аксиоматически задаёт логику λi фрейма fi, где i=(          ). 
Доказательство. Для того, чтобы выполнялась данная теорема 
необходимо доказать, что:  
1) формула (6.i) выполняется на фрейме   , где i=(          ). 
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2) формула (6.i) опровергается на всех остальных фреймах, заданных 
аксиомами А1-А16 и А18 (                     и  ≠   . 
Первое утверждение доказано в леммах 6.i.1, второе подтверждено 
леммами 6.i.2, i=(          ). 
Таким образом, получаем, что вместе формулы А1-А16, А18 и (6.i) 
аксиоматически задают логику    фрейма   , i=(          ). 






В работе получены следующие результаты: 
1. построены замкнутые классы некоторых фреймов глубины 3 и ширины 3; 
2. введены дополнительные формулы, задающие логику каждого из 
построенных классов; 
3. доказаны теоремы об аксиоматизации рассмотренных классов;  
Полученные результаты имеют теоретическое значение и могут быть 
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